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RESUMO

Analizar a direccién de escape de animais en funcién de covariables é un problema que
require de técnicas estatisticas alén dos métodos de regresion cldsicos. Ademais da
periodicidade do dngulo de escape, que esixe a utilizacion de métodos para variables
circulares, os datos de escape animal adoitan requirir da exploracion das direccions pref-
erentes, en lugar da direccion media ou esperada. Neste traballo propofiemos o uso dun
método non paramétrico para estimar as modas condicionais locais nun experimento
con peixes cebra, dende a perspectiva dos modelos de regresiéon. Presentaremos os al-
goritmos de estimaciéon e investigaremos o comportamento asintético do estimador, asi
como o seu funcionamento con datos simulados. A nova metodoloxia é empleada para
modelar o comportamento de escape dun grupo de larvas de peixe cebra cando fuxen
dun depredador robot. De xeito méis xeral, o enfoque proposto neste traballo pode
aplicarse a moitos outros problemas relativos ao comportamento animal ou a outros
campos.

Palabras e frases chave: Regresiéon multimodal; Datos circulares; Estimacién tipo ntcleo;
Escapoloxia animal; Regresién non paramétrica

1. INTRODUCION

Existe unha ampla literatura no campo da bioloxia que trata o estudo da eleccion de orientacion
ou comportamento de escape en animais, e a influencia de covariables na resposta de escape (Scapini
et al., 2002; Marchetti e Scapini, 2003; Card e Dickinson, 2008; Obleser et al., 2016; Sato et al.,
2019). Un caso interesante é a andlise das direcciéns de escape en animais cando fuxen dos seus
depredadores e, ainda que a léxica suxire que os animais deberian fuxir en direccién oposta aos
seus depredadores, este non é sempre o caso, e compre analizar as respostas de escape. Madis
especificamente, estamos interesados nas direcciéns de escape de larvas de peixes cebra (Danio
rerio), como as que se mostran no panel esquedo da Figura 1, e como o dngulo no que o depredador
se aproxima aos peixes afecta ao comportamento & hora de escapar. Os datos, obtidos de Nair
et al. (2017a), contefien as direcciéns de escape dun grupo de larvas de peixe cebra retidos nun
acuario e os angulos nos que un robot imitando un depredador se aproximaron a cada peixe. O
panel dereito da Figura 1 mostra un esquema do experimento.

Cando se trata de analizar este tipo de datos con métodos de regresion clésicos, podemos
atoparnos dous problemas: i) a periodicidade da variable determinando a direccién de escape, que
é, por definicién, unha variable circular e ii) a necesidade de estimar as direcciéns méis verosimiles,
condicionadas a distintas covariables, en lugar da direccién media ou esperada (condicional).

A teorfa clésica sobre datos circulares (observaciéns definidas sobre a circunferencia unidade)
estd presente dende fai décadas (Fisher, 1993; Mardia e Jupp, 2000; Jammalamadaka e SenGupta,
2001), pero o seu uso na practica foi limitado debido 4 falta de observaciéns circulares precisas.
Os avances tecnoldéxicos fixeron posible o rexistro preciso deste tipo de datos, incrementando o
interés no campo da estatistica circular nos tltimos anos (Pewsey et al., 2013; Ley e Verdebout,
2017). Ademais de en bioloxia, podemos atopar datos circulares en moitos outros ambitos: xe-
oloxfa (SenGupta e Rao, 1966), ciencias ambientais e oceanografia (Oliveira et al., 2013), medicina
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Figura 1: Esquerda: fotograffa dunha larva de peixe cebra de Wikimedia Commons (2008). Dereita:
esquema do experimento, onde O indica a direccién na que se aproxima o depredador e ® a direccién
de escape (elaboracién propia a partir da imaxe de Wikimedia Commons (2014)).

(Mooney et al. 2003) ou ecoloxia (Ameijeiras-Alonso et al., 2019). A peculiar natureza deste tipo
de observaciéns pon de manifesto a necesidade de crear ferramentas inferenciais especificas maéis
al6 de aquelas pensadas para datos na recta real.

Como no caso que nos ocupa, no que temos outra variable influindo na direccién de escape,
podemos estudar os datos circulares dende a perspectiva da regresiéon. Dependendo da natureza
da covariable, podemos distinguir dous escenarios distintos: se a covariable é escalar, podemos
representar a curva de regresion na superficie dun cilindro, no que a altura do cilindro indica a
magnitude da covariable e o dngulo representa o valor da resposta circular, como se representa nos
paneis superiores da Figura 2. Por outra banda, se a natureza da covariable é tamén circular, a
curva de regresion pédese representar na superficie dun toro, como se mostra nos paneis inferiores
da Figura 2. Distintas propostas de modelos de regresion paramétricos involucrando variables
circulares poden atoparse en Jammalamadaka e SenGupta (2001). Porén, estes modelos poden
non ser o suficientemente flexibles para modelar relaciéns méis complexas entre as variables, polo
que os modelos non paramétricos preséntanse como unha boa alternativa. Di Marzio et al. (2012)
propuxeron un método tipo nucleo para regresién con resposta circular, no que a estimacién vén
dada polo suavizado das componentes seno e coseno da resposta.

Os métodos anteriormente citados consideran a media condicional como a funcién a estimar.
Non obstante, como se expuxo no punto ii), o enfoque clésico de regresion ¢ media pode non ser
axeitado en casos onde a densidade condicional é multimodal. A Figura 2 presenta datos simulados
de modelos de regresiéon con resposta circular nos que a densidade condicional da resposta sobre
a explicativa é bimodal. Nos casos correspondentes aos paneis esquerdos da Figura 2, a media
condicional ou funcién de regresiéon usual non estd nin sequera definida, dado que as densidades
condicionais consideradas son bimodais e simétricas, non estando a media circular definida neste
caso. No seu lugar, as modas condicionais locais preséntanse como unha mellor alternativa para
modelar a relacion entre as variables, resumindo os valores condicionais mdis probables en lugar da
esperanza condicional. Esta idea lévanos a chamada regresion multimodal, na que no lugar dunha
funcién, o obxectivo é estimar unha multifuncién ou funcién de avaliacién miiltiple.

A idea de estimar as modas locais da densidade condicional no contexto euclideo foi primeira-
mente introducida por Scott (1992). Einbeck e Tutz (2006) propuxeron a versién condicional do
algoritmo mean shift (Fukunaga e Hostetler, 1975; Cheng, 1995; Comaniciu e Meer, 2002) para es-
timar a multifuncién de regresion basedndose nun estimador tipo ntcleo da densidade condicional.
As propiedades tedricas deste estimador foron estudadas por Chen et al. (2016) e estes modelos
foron estendidos ao contexto de datos con erros de medicién por Zhou e Huang (2016). Unha
revisién recente da regresion multimodal con variables escalares pode atoparse en Chen (2018).
O algoritmo mean shift foi xeneralizado ao caso de variables direccionais por Oba et al. (2005)
no contexto do clustering non paramétrico, e foi tamén estudado por Kobayashi e Otsu (2010)
nese mesmo contexto. A converxencia do algoritmo e outros resultados teéricos foron obtidos
recentemente por Zhang e Chen (2020).

O obxectivo deste traballo é introducir o método da regresiéon multimodal non paramétrica
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Figura 2: Representaciéns no cilindro e no toro de datos simulados e as verdadeiras multifunciéns
de regresién para os modelos models LC-1 (arriba e esquerda), LC-2 (arriba e dereita) con con-
centracién 7 = 8; e modelos CC-1 abaixo e esquerda) e CC-2 (abaixo e dereita) con concentracién
7 =12. Os tamafios mostrais son (n1,n2) = (200, 200) para todos os modelos.

circular para analizar situaciéns onde as modas locais condicionais son un mellor representante da
relacién entre as variables que a funcién de regresién cldsica. A nosa meta é empregar esta técnica
para estudar como a direccién de escape dos peixes cebra estd influenciada polo angulo no que se
aproxima o depredador.

A estrutura do documento é a que segue: na Seccién 2 presentamos o escenario da regresion mul-
timodal circular e detallamos os algoritmos de estimacién. Alguins resultados tedricos entincianse
na Seccién 3, mentres que o problema da seleccién dos parametros de suavizado estidase na Seccién
4. A Seccién 5 mostra un estudo de simulacién no que se analiza o comportamento dos estimadores
na practica. Finalmente, a Seccién 6 contén a andlise dos datos dos peixes cebra coa metodoloxia
proposta.

2. 0 USO DO MEAN SHIFT CIRCULAR NA REGRESION MULTIMODAL

O obxectivo da regresién multimodal non paramétrica é estimar a densidade condicional da
variable resposta sobre a variable explicativa e, despois, computar as modas locais condicionais
co algoritmo mean shift (Fukunaga and Hostetler, 1975; Cheng, 1995; Comaniciu e Meer, 2002).
Nesta seccién detallaremos o algoritmo de estimaciéon desenado para estimar a multifunciéon de
regresién multimodal no contexto onde a variable resposta é de natureza circular e onde a variable
explicativa pode ser tanto circular como escalar.

Considérese unha variable resposta circular, ®, con soporte na circunferencia unidade, T =
(—7, 7] e unha variable explicativa que pode ser tanto unha variable escalar X con soporte en
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Q C R ou unha explicativa circular con soporte en T. Denotaremos por A unha variable explicativa
xenérica, con soporte na recta real ou na circunferencia unidade. Sexa {(A;, ®;)}}_; unha mostra
aleatoria de (A, ®). Para modelar a relacién entre a explicativa e a resposta, consideramos a
multifuncién de regresion modal (Einbeck e Tutz, 2006) que, para cada § estd definida como o
conxunto de modas locais (ou méximos locais) da funcién de densidade condicional:

7] 0?
G =0 2o

onde f(¢|0) é a densidade condicional de ® dado o valor de A. A estimacién de M lévase a
cabo mediante un enfoque indirecto: primeiramente, estimamos a densidade condicional e, de-
spois, calcilanse as modas locais condicionaiss. Para a estimacién da densidade condicional f(¢|9)
utilizaremos un estimador tipo nicleo (Di Marzio et al, 2016). Se a variable explicativa é escalar
(A = X), o estimador vén dado por

m(s) = {0 el <o}, 1)

s YL@ - X5) K (6 — )
o == e x)

Neste caso Ly(-) é unha funcién nicleo linear ou usual, con ancho de banda h e K, (-) é unha
funcién ntcleo circular con pardmetro de concentracién k. Se a explicativa é circular (A = ©),
estimaremos a densidade condicional como

; i K (0 - 0;) K (¢ — @)
f(8l0) = ST K, (0-6)) ,

onde o nicleo asociado & explicativa ten v como pardmetro de concentracién e o nicleo asociado
a ® ten concentracion k. De agora en adiante denotaremos os pesos correspondentes & variable
explicativa (X ou ©) no punto ¢ como ws(4;), j =1,...,n. Nbtese que estes pesos dependen dun
pardmetro de concentracién h ou v (dependendo da natureza de A). Asi,

n

F610) = —— S ws(A)Kulo— @), f(6) Zwé

nf(5) =1
En consecuencia, o estimador da multifuncién de regresién modal (1) vén dado por
510 = {o: L foly =0, 2 fols) <o @)
¢ 9¢? '

Asumiremos que a funcién ntcleo circular asociada & variable resposta satisfai
Ky (-) = cxK[r(1 = cos(-))], 3)

onde ¢, é unha constante normalizadora que depende de x. A densidade de von Mises é un
exemplo de nicleo circular satisfacendo esta condicién. Para obter os méximos locais de f(d]®),
establecemos a condicién necesaria de punto critico: (%f(qﬁw) = 0. Polo tanto, se aplicamos (3),
temos que

%W)— ZwA)K (1 cos(é — B;))]sin(6 — ;). (4)

Por conseguinte, a derivada do estimador da densidade condicional con respecto a ¢ é unha suma
poderada dos senos das diferencias de cada observacion ao punto ¢. Neste caso, a funcién seno
utilizase para medir a variacién ou diferenzas entre as observaciéns e o punto ¢. Isto é bastante
intuitivo dado que se ¢ = ®;, entén sin(¢p—@;) = 0. Ademais, se a diferenza ¢ —®; é moi pequena,
entén sin(¢p — ®;) ~ ¢ — ®;. Expandindo o dltimo factor no lado dereito de (4), obtemos

f(qb\ Rln Zw(g k(1 — cos(¢ — @;))](sin ¢ cos @; — cos psin @;),
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e igualdndoo a cero, temos

Siﬂ(ﬁZw(s(Aj)T(qﬁ —®,)cosP; = COS¢Zw5(Aj)T(¢ — ®,)sin @;,

j=1 j=1

onde T'(+) = cr K'[k(1 — cos(+))]. Polo tanto, se denotamos

S5(¢) = > ws(A))T(p— ®;)sin®; e Cs(¢) = Zwé(AJ‘)T(¢ — ®;) cos @j,

j=1

temos que se Ss(¢) # 0 ou Cs(p) # 0, entén ¢ = atan2 (Ss(¢), Cs(¢)) , onde o operador atan2(a, b)
devolve o dngulo entre o eixo das x e o vector que vai da orixe a (b,a) (see Jammalamadaka e
SenGupta, 2001, Capitulo 1). Deste xeito, obtemos que o estimador modal ¢,, = ¢,,(d) vén dado
por

Qbm = ‘Z)(Qsm) = atan2 (55(¢m)7 C&(¢m)) .

Nétese que a funcién w(¢) devolve unha media circular ponderada das observaciéns, dado que
Ss(¢) é unha suma ponderada de sin®; e Cs(¢) é unha suma ponderada de cos®; (onde os
pesos dependen do punto (4, ¢)). Como na anterior expresién temos unha ecuacién de punto fixo,
utilizamos un algoritmo tipo mean shift para obter o estimador da moda condicional. Definimos a
funcién mean shift circular como
() = sin(@(¢) — ¢).

Como se comentou anteriormente, dado que para valores pequenos de @ (¢$)—¢ temos sin(@(¢)—¢) =
@(¢) — ¢, a funcién seno utilizase para medir a variacién de ¢ a @(¢). Ademais, para a moda
local do estimador da densidade condicional, a funcién mean shift circular toma o valor cero. En
consecuencia, a multifuncién de regresién estimada (2) obtense utilizando o procedemento mean
shift circular, que se describe no Algoritmo 1. Nétese que o niimero de puntos iniciais, p, pode
ser diferente para cada valor de ¢, e para inicializar o algoritmo en rexiéns proximas aos datos,
recomendamos unha inicializacién local onde, para cada valor 4, os valores iniciais son os cuartis
circulares (véxase Fisher, 1993) das observaciéns da varriable resposta mdis préximas a 6.

Algoritmo 1: Mean shift condicional circular

Datos: Mostra {(A;, ®;} ,, pardmetros de suavizado k e h/v.
1. Inicializar puntos da malla S C Qse A=XouT CTse A =0.

2. Para cada § € S (ou § € T), seleccionar valores iniciales (;581)((5)7 e qﬁ(()p)(é).
3. Para k =1, ..., p iterar ata alcanzar converxencia:

o) = atan2 (Z ws(A)T(Bf" — ;) sin®;, Y ws(A)T(6)") — B;) cos c1>1-,> ,
=1 =1

conl=0,1,...

3. ALGUNHAS CONSIDERACIONS TEORICAS

O obxectivo desta seccién é dar taxas de converxencia asintética do estimador non paramétrico
para a regresién multimodal introducido na Seccién 2. Nétese que as métricas de erro usuais en
regresién tipo nicleo (como o Erro Cadrético Medio Integrado ou o Erro Cadratico Integrado)
non son axeitadas para medir a calidade do estimador (2) dado que, no contexto da regresién
multimodal, 0 noso obxectivo é estimar a multifuncién (1) e, polo tanto, para cada valor da variable
explicativa hai, posiblemente, un conxunto de valores da variable resposta. En consecuencia,
seguiremos o traballo de Chen et al. (2016) e consideraremos erros puntuais e globais baseados
nunha distancia entre conxuntos.

En primeiro lugar, presentamos a distancia de Hausdorff que, para dous conxuntos A, B C R?
definese como

Haus(A, B) = max { sup d(z, B), sup d(z, A)}, (5)
z€A z€B
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onde d(z,A) = inf.ca ||z — z||. Esta distancia mide como de préximos estdn dous conxuntos
definidos en espazos euclideos. Na regresién multimodal para variables escalares, a distancia de
Hausdorf utilizase para medir a distancia da verdadeira multifuncién & sia versién estimada (para
un punto fixado da variable explcativa). Porén, no caso que nos ocupa, M(J) e M (8) son subconx-
untos de T e, polo tanto, é necesario xeneralizar esta distancia considerando, para A, B C T,

ﬁz;_u/s(A, B) = max { sup d(z, B), sup d(z, A)}, (6)
z€A zEB

con d(x, A) = inf,e 4 1 — cos(z — z). Utilizaremos a distancia definida en (6) para construir unha
medida de erro puntual na regresién multimodal circular. Definimos o erro puntual como

A(8) = Haus(M (8), M(5)). (7)

O erro puntual mide como de préximas estdn a multifuncién de regresion verdadeira e a esti-
mada para cada posible valor § da variable explicativa. Para obter unha medida de erro global,
introducimos o Erro Medio Circular Integrado modal (EMCI,,), definido como

/ A(6)do
d€Supp(A)

onde Supp(A) denota o soporte de A que, recordemos pode denotar tanto unha variable escalar
como unha variable circular. Esta medida é o valor esperado do erro puntual integrado, e esta
baseado na versién integrada do chamado Erro Cadrdtico Medio Circular, introducido po Kim e
SenGupta (2017) como o andlogo circular do Erro Cadratico Medio en variables escalares. As
seguintes proposiciéns mostran a consistencia dos estimadores.

—

EMCI,,, (M) = E

)

Proposicién 1. Sexa X unha variable explicativa escalar e ® unha variable resposta circular.
Considérese o estimador da regresién multimodal en (2). Baizo certas condicions de regularidade,
tense

- K3/2
Az) =0+ K1)+ 0p ( nh>

= K3/2
EMCL,(M) = 002 + ) +0 (/= ).
n
cando Kk — 00, h — 0 e nhx~1+21)/2 (10gn)71 = oo,

Proposicién 2. Sexa © unha variable explicativa circular e ® unha variable resposta circular.
Considérese o estimador da regresion multimodal en (2). Baizo certas condicions de regularidade,

tense
5 3/2,,1/2
AO) =0 ' +r ) +0p (w”:)
/\ 3/2,,1/2
EMcfm<M>=0<u1+n1>+0<V a >

_ _ -1
cando Kk — 00, v — oo e nk~(1121)/2,=1/2 (logn) ™" — oo.

Os resultados previos mostran que os erro puntuais A(z) e A(f) converxen a cero coa mesma
taxa de converxencia que a primeira derivada parcial, con respecto a variable resposta, dos esti-
o ) . o o 7
madores tipo nicleo da densidade conxunta, g7 f (z,9) e 35/ 0, 9).
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4. A SELECCION DOS PARAMETROS DE SUAVIZADO

Como adoita suceder en estimacion tipo nucleo, a seleccién dos parametros de suavizado resulta
crucial en regresién multimodal. No contexto da regresién tipo nucleo cldsica na recta real (Fan e
Gijbels, 1996), un valor alto da fiestra h produce un estimador sobresuvizado, mentres que un valor
pequeno de h implica unha estimacion infrasuavizada da funcién de regresién. Pola contra, o com-
portamento do pardmetro de concentracién presente na regresion tipo nicleo circular (Di Marzio et
al. 2009, 2012) é inverso: cando a concentracién « e grande, obtemos un estimador infrasuavizado,
mentres que un valor pequeno de k produce unha versién sobresuavizada do estimador.

Asi e todo, no contexto da regresiéon multimodal son necesarios dous parametros de suavizado:
un asociado & variable explicativa e outro asociado & variable resposta. O rol que desempenan estes
parametros na estimacion da multifuncién de regresién é moi diferente. O parametro asociado &
variable explicativa controla o suavizado do estimador da multifuncién, xogando un papel similar
ao do pardmetro de suavizado na regresién tipo nucleo clasica. Pola contra, o parametro asociado
& variable resposta inflie no nimero de modas estimadas. A razén detras deste comportamento
é que un estimador infrasuavizado da densidade condicional dard lugar a moitas modas locais
estimadas, producindo un alto niimero de ramas estimadas da multifuncion.

A literatura estatistica sobre a seleccién dos parametros de suavizado para regresién multi-
modal no contexto de variables escalares é relativamente escasa. Dado que a estimacion se leva a
cabo mediante a obtencién dos maximos locais da densidade condicional, Einbeck e Tutz (2006)
recomendan utilizar métodos desenados para a estimacion da densidade condicional. Non obstante,
estes métodos poden non ser idéneos na practica, dado que a estimacién da moda esta relacionada
pero non é equivalente & estimaciéon da densidade. Como apuntan Casa et al. (2020), unha es-
timacién da densidade pode estar préxima & verdadeira densidade en termos do Erro Cadrético
Integrado, pero ter moitas modas esrimadas que, no caso da regresién multimodal, daria lugar a
moitas ramas na multifuncién estimada. Zhou e Huang (2019) propuxeron dous métodos diferentes
para obter parametros de suavizado na practica no contexto da regresién multimodal con variables
escalares. O primeiro, coniecido como validacién cruzada modal, aspira a equilibrar o nimero de
modas locais estimados e a distancia da multifuncién estimada aos datos. Ainda que este método
mostra un bo comportamento na préctica, nada asegura que minimizar a funcién de validacién
cruzada modal minimizard o Erro Cadratico Medio Integrado modal do estimador ou calquera
outro criterio de erro. O segundo procedemento proposto por Zhou e Huang (2019) é minimizar
o Erro Cadratico Integrado modal do estimador (a versién integrada da distancia de Hausdorff
entre o estimador e a verdadeira multifuncién) utilizando un método de remostraxe baseado nunha
mestura de regresiéns pardmetricas. Outro criterio, proposto por Chen et al. (2016), consiste
en construir unha banda de prediccién para a multifunciéon de regresién e posteriormente selec-
cionar os parametros que minimicen unha funcién de perda definida como o volume de dita banda.
Porén, os autores asumen que o pardametro de suavizado é o mesmo para ambas variables, o cal non
estd xustificado, especialmente tendo en conta o diferente papel que xogan os dous parametros.
Ademais, a seleccién do parametro depende do nivel de prediccién previamente fixado.

Validacion cruzada modal para regresion circular. Unha das vantaxes da validacién cruzada
modal de Zhou e Huang (2019) é que a stia adaptacién a casos méis complexos como o da regresién
circular é case inmediata. Ainda que as propiedades tedricas deste procedemento non estdn ben
estudadas, o comportamento deste método na préctica resulta satisfactorio. Para o escenario pre-
sentado na Seccién 2, onde a variable resposta é circular, a validacion cruzada modal consiste
en selecciénar os pardmetros g e  (onde g representa tanto h ou v, dependendo da natureza da

variable explicativa) mediante a minimizacién de

n
OV(g.h) = + D AV (A), YN (A0, ®)
i=1
onde d(z, A) = inf.ea 1 — cos(x — 2), M\f’f ¢ o estimador de M utilizando os datos {(A;, ®;) :
j # i} construido cos pardmetros g e k e N_;(4;) denota o nimero de modas locais estimadas
cando A = A;. Este método non se basea en fundamentaciéns tedricas e precisanse de ensaios
computacionais para avaliar a sia eficacia.
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5. ESTUDO DE SIMULACION

Nesta seccién analizamos o comportamento do estimador tanto no caso no que a variable
explicativa é escalar como no caso onde esta presenta unha natureza circular. En primeiro lugar
presentamos os escenarios de simulacion e de seguido, amosamos os resultados obtidos.

Escenarios de simulacién. Nos nosos exemplos simulados, a mostra estd dividida en dous
grupos, con cada grupo correspondéndose cunha rama da multifuncién obxectivo. Para cada
observacién utilizamos o subindice ji, onde j denota o grupo ou nimero de rama e ¢ denota o
numero de observacién dentro de cada grupo. Ademais, n; denota o tamafio mostral para o j-
ésimo grupo. Nétese que estes grupos subxacentes non son coniecidos na practica e non dispofiemos
de informacion sobre eles. Os modelos simulados méstranse na Tabla 1.

O primeiro modelo en cada escenario correspéndese con dias curvas paralelas ou, visto dende
outra perspectiva, a inha curva de regresién cun erro bimodal. No que se refire ao segundo modelo
de cada escenario, as dias curvas non son paralelas. En todos os casos, os tamafios mostrais son
(n1,mn2) € {(100,100), (100,200), (200, 200), (200, 300), (300,300)}. Exemplos de datos simulados
de todos os modelos poden verse na Figura 2 xunto coas multifuncions verdadeiras.

Modelo Xeneracion da mostra Multifuncién de regresién

LC-1 ®1; = (6tan™ ' (2.5X1; — 3) + €1;)(mod 2r) M(z) ={6tan"* (257 — 3),
By; = (74 6tan"1(2.5X1; — 3) + 14)(mod 27) 7+ 6tan~ (2.5 — 3)}(mod 2m)
X1, X ~ U(0,1)

LC-2 ®;; = (atan2(sin(3X7;), cos(3X7;)) + €14)(mod 27) M(z) :{atan2(sin(3z2),cos(ng)),
By; = (7/2 + 2tan" 1 (10Xa; — 1/2) + e2;)(mod 27) 7/2 + 2tan~ ' (102 + 1/2)} (mod 27)
X1,X2 ~U(0,1)

CC-1 P1; = (2c0sO1; + €14)(mod 27)
Py; = (37/4 4 2cosO1; + €2;)(mod 27) M(0) = {2cosb,37/4+ 2cos 0} (mod 27)
01,05 ~ Circular Uniform

CC-2 P, = (3/4cosO1; — /2 + €1;)(mod 27)
Py; = (/2 — cos O1; + €2;)(mod 2m) M(0) = {3/4cos8 — w/2,7/2 — 2cos 0}(mod 27)

01,03 ~ Circular Uniform

Taboa 1: Modelos simulados. LC denota explicativa escalar e resposta circular e CC denota
explicativa circular e resposta circular. (mod 27) denota médulo 2. En todos os modelos €1;, €9; ~
vM(0,7) with 7 € {6, 8, 10}.

Para medir o comportamento dos estimadores, o Erro Medio Circular Integrado modal (EMCI,,)
foi aproximado tras xerar 500 réplicas Monte Carlo de datos simulados e calculando a media do
Erro Integrado Circular modal (EIC,,) do estimador multimodal:

EIC,, (M) = / A(8)ds,
seSupp(a)

onde as integrais foron aproximadas numericamente mediante a regra de Simpson e A est4 definida
en (7). Nos experimentos de simulacién, os pardmetros de suavizado foron seleccionados mediante
validacién cruzada modal. Os resultados compéaranse cos obtidos tras utilizar os pardmetros que
minimizan o EIC,,, que se toman como referencia.

Resultados. O EMCI,, estimado para todos os modelos pode atoparse na Téboa 2. Como se
esperaba, o valor estimado do EMCI,,, xeralmente dimintie ao incrementar o tamano mostral. Os
poucos casos nos que non se observa este comportamento son cando os tamanos mostrais en cada
grupo non son iguais, é dicir(n1, n2) € {(100,200), (200,300)}. Ademais, un valor grande da con-
centracién do erro tamén da lugar a unha menor estimaciéon do EMCI,,. O desempeno do criterio
de validacion cruzada modal é tamén mais que aceptable, dado que para valores grandes do tamaifo
mostral, os valores estimados do EMCI,, cando os parametros de suavizado se seleccionan medi-
ante este criterio estdn moi preto dos valores obtidos cos pardmetros dptimos. O peor rendemento
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obtense co modelo LC-2 con k = 6. Como se mostra no panel de arriba e esquerda da Figura 2,
cando x toma valores préximos a 1, as dias ramas da multifuncién estdn moi proximas, o que fai
dificil discernir entre os dous grupos cando a concentraciéon do erro é baixa.

T=06 T=238 7=10
Model (n1,n2) B Ccv B (AY B Ccv
LC-1 (100,100)  0.021  0.034 0.016 0.023 0.013 0.018
(100,200)  0.016 0.039 0.012 0.024 0.011 0.018
(200,200) 0.011  0.019 0.008 0.012 0.007 0.010
(200,300) 0.010 0.016 0.007 0.011 0.006 0.009
(300,300)  0.007 0.012 0.006 0.008 0.005 0.006
LC-2 (100,100)  0.016 0.035 0.012 0.025 0.010 0.018
(100,200)  0.016  0.070  0.010 0.039  0.008 0.024
(200,200) 0.010 0.023 0.007 0.012 0.005 0.009
(200,300)  0.009 0.038 0.006 0.017 0.005 0.011
(300,300)  0.007 0.015 0.005 0.009 0.004 0.007
CC-1 (100,100)  0.144 0.395 0.117 0.213 0.102  0.148
(100,200)  0.120 0.182  0.097 0.147 0.087 0.120
(200,200) 0.066 0.089 0.054 0.066 0.047  0.057
(200,300) 0.058 0.068 0.046 0.054 0.040 0.045
(300,300) 0.042 0.056 0.035 0.045 0.030 0.038
CC-2 (100,100)  0.116  0.227 0.092 0.173 0.080 0.150
(100,200) 0.085 0.232 0.068 0.159 0.057 0.120
(200,200)  0.055 0.091 0.045 0.069 0.039 0.059
(200,300) 0.046  0.092 0.037 0.066 0.032 0.049
(300,300) 0.037 0.055 0.030 0.043 0.026  0.033

Téboa 2: Estimaciéns por Monte Carlo do EMCI,, para os modelos LC-1, LC-2, CC-1 e CC-2
con diferentes valores da concentracién 7 e tamafos mostrais. Resultados baixo B (benchmark)
corresponden aos obtidos con parametros de suavizado minimizando o EIC,, e resultados baixo
CV refirense aos obtidos con parametros seleccionados mediante validacién cruzada modal.

6. ANALISE DO ESCAPE DAS LARVAS DE PEIXE CEBRA

Nesta seccion analizamos os datos de larvas de peixes cebra presentados na Introducién. Todos
os detalles do experimento poden atoparse en Nair et al. (2017b). Os datos represéntanse na
Figura 3, tanto no toro coma no plano. O noso obxectivo é estudar como o adngulo no que se
aproxima o robot depredador (variable explicativa circular) inflie & direccién de escape dos peixes
(variable resposta circular). Dado que a variable explicativa s6 cubre unha parte da circunferencia,
poderiase argumentar que esta variable pode ser considerada como escalar en lugar de circular.
Porén, o soporte da variable explicativa vén dado polo rango de visiéon de cada animal. Dado que
existen animais, como os camaledns, cun rango de visién de 360 graos, é importante tratar esta
variable como circular para que o método sexa extendible a outros animais.

Neste experimento, unha direccién de escape no intervalo [—, 0) indica un escape contralateral,
mentres que unha direccién de escape en [0,7) clasificase como ipsilateral. Ademais, valores da
direccién de estimulo maéis cara a esquerda no panel dereito da Figura 3 indica que o robot se
aproximou & larva en cuestién do lado rostral (préximo 4 parte dianteira do corpo). Por outra
banda, direcciéns de estimulo mais cara a dereita no panel dereito da Figura 3 mostran que o robot
se aproximou & larva dende o lado caudal (preto da cola). Aproximarse aos peixes dende os lados
rostral ou caudal significa que o robot apareceu na vision periférica dos peixes.

O estimador tipo nicleo da regresiéon para explicativas e respostas circulares, proposto por
Di Marzio et al. (2012), foi aplicado aos datos, onde o pardmetro de concentracién foi obtido
mediante validacién cruzada. Dito estimador estd representado en verde e con trazo continuo
na Figura 3. De acordo con este estimador, a direccion de escape media ¢é ipsilateral cando o
robot se aproxima aos peixes polo lado rostral, contralateral cando se achega &s larvas do seu
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Figura 3: Representaciéns no toro e no plano dos datos de peixes cebra coa multifuncién de
regresion estimada (vermello, trazo punteado) e a estimacién da funcién de regresién usual (verde,
trazo continuo).

lado esquerdo ou dereito e arredor de cero cando se aproxima polo lado caudal. Co fin de obter
mais cofiecemento sobre a relacién entre a direccién de escape e o angulo de estimulo, aplicamos
o estimador da regresién multimodal, representado en vermello e trazo punteado na Figura 3. Os
parametros de suavizados foron seleccionados mediante o criterio de validacién cruzada modal.
Podemos observar que, cando o robot aparece na visién periférica dos peixes (tanto o lado rostral
como caudal) existen ddas direcciéns de escape prederidas, unha ipsilateral e outra contralateral.
Por outra banda, sé se estima unha moda cando o robot aparece dentro do campo de visién frontal
dos peixes, indicando un escape contralateral neste caso.

En conclusion, o estimador da regresiéon multimodal permitenos estimar as dias direccions de
escape prefiridas cando as larvas detectan ao seu depredador mediante a sta visién periférica, é
dicir, cando o depredador se achega dende a parte frontal ou traseira. Pola contra, se este se
aproxima aos peixes dende os lados dereito ou esquedo dos seus corpos (onde se atopan os ollos
dos peixes), a direccién de escape resulta oposta & direccién de ameaza.

7. CONCLUSIONS

A literatura existente sobre a regresion con variables circulares enfécase predominantemente
na regresiéon ¢ media. Con todo, como mostra a nosa andlise das direcciéns de escape de larvas
de peixe cebra na Seccién 6, cando a densidade condicional dos datos presenta unha estructura
multimodal, a estimacién da media condicional pode levar a resultados enganosos.

Neste traballo introducimos un método non paramétrico para estudar as modas locais dunha
variable resposta condicionadas a unha variable explicativa, cando a resposta e/ou a explicativa
son variables circulares. O noso método de regresién multimodal permite estimar os valores méis
probables da resposta dada a explicativa, proporcionando un cofiecemento méis axeitado da relacién
entre as variables mais alé da regresién en media. As propiedades do estimador foron estudadas
de xeito tedrico e tamén mediante un estudo de simulacién. O enfoque de suavizado tipo nicleo
que se toma neste traballo require da seleccion de pardmetros de suavizado, tarefa que tamén foi
realizada.

Dende un punto de vista practico, na nosa andlise dos datos de peixes cebra utilizando a
regresion multimoda, vimos que as larvas teflen unha direccién de escape prefirida cando son
atacadas dende unha direccion lateral aos seus corpos. Emporiso, cando o depredador se achega
aos peixes dende os lados rostral ou caudal, existen dias direcciéns de escape prefiridas. Ademais,
o estimador multimodal permitenos percibir graficamente as diferenzas entre o comoportamento
de escape dos animais cando son perseguidos dende os lados caudal e rostral.

Finalmente, a metodoloxia presentada neste traballo establece as bases para ferramentas in-
ferenciais para regresiéon con variables circulares, construidas dende unha perspectiva multimodal.
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Por exemplo, o estimador introducido na Seccién 2 pode utilizarse para construir tanto bandas de
confianza como bandas de predicciéon que, dada a estrutura multimodal dos datos, resultaria en
bandas moito mais estreitas que as construidas mediante os estimadores de regresién en media.
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